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I. 서론

도립진자 시스템(inverted pendulum system)은 동특성상 

불안정성, 비선형성, 비최소위상 특성을 가지고 있어 제어

이론을 교육하기 위한 교육용 시스템으로서뿐만 아니라 연

구자들에게는 새로운 제어 기법을 제안한 후 그 효용성을 

입증하기 위해 널리 사용되어 왔다. 도립진자는 구동기의 

개수보다 제어 대상 변수가 더 많은 부족 구동 시스템이며 

대표적인 유형의 도립진자인 직선형 도립진자와 회전형 도

립진자는 각각 제어를 어렵게 하는 고유한 특징들이 있어 

제어기 설계에 있어 난이도가 높은 시스템이다[1,2]. 도립진

자 시스템의 제어 종류는 진자가 바닥으로 늘어져 있는 초

기 상태에서 도립 상태로 전환하는 swing-up 제어와 도립 

상태를 유지하는 균형 제어가 있다[3]. 특히 swing-up 제어

는 도립진자 시스템의 비선형성과 불안정성 및 시스템이 

가지는 입/출력 제약을 고려하여 제어기를 설계해야 하기 

때문에 균형 제어에 비해 난이도가 더 높은 연구 주제이다. 
현재 swing-up 문제는 Lyapunov 함수를 이용한 방식과 

[4,5,6], Bang-Bang 제어를 이용한 방식 [7], 비선형 예측제

어를 이용해 제어하는 방식 [8] 등 다양한 연구가 도전적으

로 시도되고 있다. 또한 진자의 단수가 2개 이상인 다단 도

립진자의 경우 swing-up 제어 문제의 난이도가 특히 높아 

오랫동안 연구의 대상이 되어 왔으나 2007년에 와서야 

Graichen에 의해 효과적인 해법이 제안되었다[9]. Graichen은 

앞먹임 제어(feedforward control)와 되먹임 제어(feedback 
control)를 함께 사용하는 2-자유도 제어구조를 도입하여 직

선형 도립진자의 레일 길이 제약을 고려함과 동시에 

swing-up 제어를 수행하는 문제를 효과적으로 해결하였다. 
이후 Graichen의 방법을 3단 도립진자에 확장 적용하여 3단 

도립진자의 swing-up 제어도 실험적으로 구현에 성공한다

[10]. 문헌 [10]의 결과는 기본적으로는 Graichen의 결과를 

이용하지만 3단 도립진자가 갖는 본질적인 제어 난이도를 

해결하였다는 것에서 결과의 의미를 찾을 수 있다. 앞선 두 

문헌[9, 10]에서 사용한 2-자유도 제어구조의 기본적 착상은 

다단 도립진자가 갖는 동적 방정식을 이용하여 도립진자가 

도립의 상태에 이르게끔 하는 상태와 제어입력의 궤적을 

offline으로 계산하고, 계산된 제어 입력을 앞먹임 형태로 

적용하여 도립에 이르는 운동을 발생시키고 발생된 실제의 

궤적과 계산된 궤적과의 차이를 되먹임 제어를 통해 보정

함으로써 계산된 앞먹임 궤적을 최대한 추종하게끔 하여 

swing-up에 이르게 하는 것이다. 그러나 두 문헌 [9, 10]의 
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LW-RCP를 이용한 2단 도립진자의 천이 제어

Transition Control of a Double Inverted Pendulum
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Abstract: This study investigates the transition control problem for a double inverted pendulum system, which has one stable and three 
unstable equilibrium points. We propose a method for implementing transition control using a lab-built double inverted pendulum and 
extend swing-up control to achieve this. The proposed method uses a two-degree-of-freedom control structure that combines feedforward 
and feedback controls. To obtain the feedforward trajectories offline, we construct an optimal control problem with two-point boundary 
values that has constraints on the dynamic equations, boundary values at the equilibrium points, and input and output constraints. We use 
energy as the cost of the optimal control problem and employ a direct collocation method to transform the continuous-time optimal control 
problem with constraints into a nonlinear optimization problem. During real-time control, we use a time-varying LQ controller as a 
feedback controller to compensate for the uncertainty of feedforward control and accurately follow the feedforward trajectories. We 
implement the proposed transition control based on high-level thinking using the lab-built light-weight rapid control prototyping 
(LW-RCP) system to shorten the design time and provide useful information in the design and experiment processes. Finally, we perform 
an actual transition control experiment and validate the performance of the proposed method using the experimental results.
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방식은 앞먹임 궤적을 생성하는 과정에서 거리, 속도, 입력 

등의 제약조건이 없는 상태에서 궤적을 생성하는 한계가 

있다. 본 논문에서 궤적 생성 시 제약조건을 포함하는 수치

적 해법인 direct collocation 기법을 이용한다.
1단 도립진자의 경우에는 진자가 바닥으로 늘어져 있는 

안정한 균형점(equilibrium point)에서 도립 상태의 불안정한 

균형점으로 이동하는 한 가지 유형의 swing-up 문제만 존재

하지만, 2단 도립진자의 경우에는 하나의 안정한 균형점과 

3개의 불안정한 균형점이 존재하게 되어 swing-up 문제를 

확장하여 균형점과 균형점 사이를 천이하는 천이 제어 문

제를 정의할 수 있다. 천이 제어 문제는 swing-up 제어 문

제와 근본적인 특징은 동일하지만 도립진자 시스템이 갖는 

레일의 길이, 구동부의 성능에 따라서 어떠한 방법을 적용

하느냐에 따라 제어의 성패가 달라질 수 있는 새로운 유형

의 문제이다. 하지만 지금까지의 2단 도립진자에 대한 연구

는 swing-up 문제에 초점을 맞추고 4개의 균형점 간의 천이 

제어 문제를 다룬 연구결과는 아직 문헌상에 발표되지 않

았다. 2단 도립진자의 4개 균형점으로 인해 발생하는 천이

의 형태는 전통적인 swing-up을 제외하고도 11가지의 천이 

형태가 존재하며 이를 제어하기 위한 연구는 swing-up 제어 

못지않게 도전적인 연구라고 할 수 있다. 이 논문에서는 2
단 도립진자에서의 천이 제어 문제를 정의하고 천이 제어

를 이루기 위한 제어 전략을 제안한다. 이를 위해 연구실에

서 자체 개발한 2단 도립진자를 이용하고 제어 알고리즘의 

구성을 위해서는 역시 연구실에서 자체 개발한 LW-RCP02 
(Light-Weight Rapid Control Prototyping)를 사용한다.

본 논문의 이후 구성은 다음과 같다. II장에서는 Euler- 
Lagrange Formulation을 기반으로 얻어진 2단 도립진자의 동

적 방정식을 정리한다. III장에서는 본 연구에서 사용할 2단 

도립진자의 구조를 소개하고 균형점과 천이 제어 문제를 

정의한다. IV장에서는 천이 제어를 위한 제어전략을 제안하

고 LW-RCP02를 이용한 천이 제어기를 구현한다. V장에서

는 12가지 천이 제어 실험을 수행하고 결과를 분석한다. 마
지막으로 VI장에서 결론을 맺는다.

II. 2단 도립진자의 수학적 모델

그림 1은 2단 도립진자 시스템의 기구적 개념도이다. 본 

논문에서는 SI 단위계를 사용하며 는 대차(cart)의 초기 위

치로부터의 변위를 나타내고 는 대차의 가속도, 는 대

차의 질량이며 는 대차에 인가되는 힘의 크기이다. 은 

1단 진자부의 회전축에서 2단 진자의 회전축까지의 길이, 
은 1단 진자의 질량, 은 1단 진자부의 회전축에서 질

량중심까지의 길이, 은 1단 진자의 회전관성모멘트이다. 

은 2단 진자부의 회전축에서 진자의 끝까지의 길이, 

은 2단 진자의 질량, 은 2단 진자부의 회전축에서 질량중

심까지의 길이, 은 2단 진자의 회전관성모멘트이다. 는 

지면의 법선의 방향으로부터 1단 진자부의 회전 변위를 의

미하며, 는 1단 진자부와 평행인 직선으로부터 2단 진자

부의 상대적인 회전변위를 의미한다. 와 는 회전축에서 

발생하는 마찰계수이다.
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그림 1. 2단 도립진자 개념도. 
Fig. 1. The conceptual diagram of a double inverted pendulum.

1. 동적 방정식

2단 도립진자의 수학적 모델은 Euler-Lagrange equation을 

이용하여 유도하면 식 (1)로 나타낼 수 있다. 
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여기서

  cos cos 
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

이고  ~ 은 다음과 같이 정의되며 는 중력가속도 9.81 

[ms]를 나타낸다.
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입력을 가속도  인 가속도 모델로 유도하면 식 (1)은 다

음과 같이 다시 정리할 수 있다.
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이를 풀면 , 를 다음과 같이 정리할 수 있다. 여기서 

상태변수를 각각    ,   ,   ,   , 

  ,   ,  




로 정의하면 최종적으로 

2단 도립진자의 동적 방정식을 식 (2)와 같은 비선형 상태

공간 모델로 나타낼 수 있다.
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그림 2. 연구에 사용된 2단 도립진자의 기구적 구조.
Fig. 2. Structure of the dobule pendulum used in the study.

 


      


 


      


    



























 

  

















      



      







 (2)

상태변수의 마지막 요소인 




는 시뮬레이션 같은 

이상적인 모델상에서는 필요 없으나 실제 시스템 제어에서 

발생하는 대차 위치의 정상상태 오차를 줄이기 위해 추가

한 항이다.

III. 2단 도립진자의 천이 제어 설계

1. 2단 도립진자의 구조 설계

이 논문에서 사용되는 2단 도립진자의 기구적 구조는 그

림 2와 같다. 이 도립진자는 연구실에서 직접 제작하였으며 

3D printing와 CNC 가공을 통해 실제 수학적 모델과 동적 

응답의 정합 특성이 우수하게 설계되었다[11]. 대차에 힘을 

인가하는 구동기는 50W 출력의 BLDC 모터를 사용하고 있

으며, 20000 CPR (Counts Per Revolution)의 분해능을 지닌 

encoder (E40H8-5000-3-N-5)를 사용한다. 대차는 backlash를 

최소화시키기 위해서 모터에 감속기어를 적용하지 않으며 

tooth pitch가 2 [mm]인 40 teeth의 timing pulley와 timing 
belt를 이용하여 대차에 동력을 전달한다. Timing pulley 1 
회전당 대차는 80 [mm]를 이동할 수 있으므로 이론상 

encoder가 측정할 수 있는 대차의 최소 이동 거리는 4.00e-6 
[m]이다. 1단 진자부는 8192 CPR의 분해능을 가진 encoder

 

EP 0 EP 1 EP 2 EP 3

그림 3. 2단 도립진자의 4가지 균형점.
Fig. 3. Four equilibrium points of a double inverted pendulum.

표 1. 논문에 사용된 2단 도립진자의 parameter.
Table 1. The parameters of the double inverted pendulum used 

in this paper.
Link  = 1  = 2
 0.1454 [kg] 0.1525 [kg]
 6.9948e-04 [kgm] 9.6318e-04 [kgm]
 0.1645 [m] 0.2100 [m]
 0.0720 [m] 0.1185 [m]
 7.7416e-04 5.4077e-04

(AMT102-V)를 사용하고 2단 진자부는 4096 CPR을 가진 

encoder (AS5145B)를 사용한다. 따라서 encoder가 이론상 측

정할 수 있는 1단 진자부의 최소 회전각은 7.670e-4 [rad]이
고 2단 진자부의 최소 회전각은 1.534e-3 [rad]이다. 기구부

의 구조상 결합이 용이한 형태의 encoder를 선정해야 했기 

때문에 서로 다른 3가지 종류의 encoder를 사용한다. 대차

가 이동할 수 있는 레일의 총 길이는 0.7 [m]로 [9]에서 사

용된 2단 도립진자와 비교했을 때 절반 이하의 작은 크기

이며, 경제적인 가격으로 구성이 가능하도록 설계되었다. 
표 1은 논문에서 사용된 2단 도립진자 모델 계수이다.

2단 도립진자의 1단 진자부와 2단 진자부 진자의 상태에 

따라 존재할 수 있는 4가지 균형점(Down-down, Down-up, 
Up-down, Up-up)은 그림 3처럼 표현된다. 이 논문에서 사용

되는 균형점의 번호는 Up과 Down의 상태를 각각 1과 0으
로 봤을 때, 2진수의 표현법과 방식이 같다. 이 명명 방식

은 도립진자의 단수가 늘어나면 2진수 규칙에 맞춰 균형점

을 할당할 수 있게 되는 장점이 존재하며, 진자의 균형점 

상태를 직관적으로 이해할 수 있게 된다. 이후 본 논문에서 

도립진자의 균형점을 표기할 때는 EP0 (Down-down), EP1 
(Down-up), EP2 (Up-down), EP3 (Up-Up)으로 표기한다.
2. LW-RCP02

RCP 시스템은 단기간에 효율적인 제어 algorithm을 설계, 
구현 및 검증을 위해 사용하는 개발 환경을 의미한다. RCP 
시스템은 Simulink와 같은 block diagram 방식의 모델링 프
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LW RCP 장치로부터
sensor data 수신

수신된 sensor data를
이용하여 control data 계산

Sensor data를 측정하여
Simulink 측으로 전송

수신된 control data를
출력 peripheral에 적용

Loop

PC (Simulink)
LW RCP Unit
(ATSAM3X8E)

Loop

계산된 control data를
LW RCP 장치로 전송

USB

USB

USB

그림 4. LW-RCP의 동작방식. 
Fig. 4. The flowchart of the LW-RCP operation. 

로그램, 하드웨어 입/출력 장치를 제어하는 library block, 
C-code 생성기, 실시간 타깃(target) 컴퓨터, 호스트(host) 컴
퓨터와의 통신을 포함하여 구성된다. 이를 통해 사용자는 

Simulink를 이용하여 원하는 제어 plant를 모의실험한 후, 
실제 시스템을 제어하며, 제어 과정 중 실시간으로 매개 변

수를 수정하여 쉽게 변화를 관찰할 수 있다. RCP를 이용하

면 제어기 개발자는 library block을 이용하여 제어기를 구

성하고, 구성된 제어기에 대한 C-code를 자동 생성함으로써 

오류가 발생하기 쉬운 low-level coding 작업을 수행할 필요 

없이 algorithm 개발에 집중할 수 있다[12]. 즉 RCP는 까다

로운 작업을 자동화하고 수정 및 변경이 용이하여 개발 주

기를 단축할 수 있는 장점을 가지고 있다[13]. RCP는 주로 

실제 모델에서 실험하기 어려운 ECU (Engine Control Unit) 
개발 분야[14]와 로봇공학분야[15], 우주항공분야[16] 등에서 

활발하게 쓰인다.
본 연구에서 제어 algorithm 구현을 위해 연구실에서 자

체 개발한 LW-RCP를 이용한다. LW-RCP는 기존의 상용 

RCP 장비와 비교하여 경제적인 비용으로 구성하면서도 고

가의 RCP와 동등한 성능을 제공하기 위해 개발되었다. 
LW-RCP는 hardware interface를 담당하는 LW-RCP 하드웨어 

장치와 Simulink에서 사용하는 library block으로 구성된다. 
제어기 설계자는 LW-RCP library에서 제공되는 block을 이

용하여 하드웨어 접근을 담당하는 block 기반 algorithm을 

구성하고, Simulink에서 기본적으로 제공되는 block을 사용

하여 제어 연산과 관련된 부분의 algorithm을 구성한다. 
LW-RCP 하드웨어 장치와 LW-RCP library block을 이용하

여 구성한 Simulink algorithm 모델은 그림 4와 같은 방식으

로 상호작용한다. Sensor data의 측정이나 control data의 출

력과 같이 hardware interface가 필요한 부분은 LW-RCP 장
치가 담당하고 Simulink 기반의 제어 algorithm은 제어 연산

을 PC에서 담당하는 구조이다. Simulink가 실행되는 PC와 

LW-RCP 하드웨어 장치간의 통신은 High-speed USB 통신

을 통해 이루어지며, 최대 2KHz의 sampling frequency를 지

원한다. LW-RCP02는 LW-RCP01의 확장모델로 입/출력 핀

이 확장되었고, 기능은 향상되었으며, 크기는 간소화된 모

델이다. 그림 5는 실험에서 사용된 LW-RCP02와 BLDC 
driver가 결선된 사진이다.

그림 5. LW-RCP02 unit과 BLDC driver 결선 모습.
Fig. 5. Wire connection between the LW-RCP02 unit and the 

BLDC driver board.

IV. 2단 도립진자의 천이 과정

2단 도립진자의 천이 제어는 다음의 세 단계를 거친다.
1. 현재 균형점의 선형 제어

2. 현재 균형점에서 다음 균형점으로의 천이 제어

3. 다음 균형점의 선형 제어

각 과정은 진자의 초기 상태(EP0)에서 도립 상태(EP3)로 이

동하는 swing-up 문제와 구성이 유사하다. 우선 4가지 균형

점을 천이하기 전에 현재 상태를 유지하기 위해 선형 제어

를 수행한 후, 현재 균형점에서 다음 균형점으로의 천이 제

어를 진행한 뒤 마지막으로 바뀐 균형점에서도 상태를 유

지하기 위해 선형 제어를 수행해야 한다. 따라서 한 번의 

천이 과정은 균형점의 선형 제어와 균형점 간의 천이 제어 

두 가지 조건을 모두 충족해야 한다. 2단 도립진자의 천이 

궤적의 경우 총 12가지의 궤적이 존재함으로 위의 과정을 

12가지의 경우로 분할하여 각각의 조합이 조건을 충족하도

록 실험을 구성해야 한다.
1. 균형점의 선형 상태 방정식

2단 도립진자는 정합성이 높은 동역학 모델을 구할 수 

있고 도립진자 특성상 각 균형점에서 진자각이 의 배수에 

위치하는 특징이 있어 동역학 모델을 선형화 시키기 용이

하다. 따라서 대부분의 논문에서 최적제어 기법을 통한 제

어방식을 주로 사용하고 있으며 본 논문에서도 최적제어 

기법을 통해 선형 제어하였다[1-3,5,7,9-11]. 따라서, 4가지 

균형점에서 선형 상태를 유지하기 위해 선형 시불변 시스

템(LTI:Linear Time-invariant System)의 상태공간 모델을 유

도해 볼 수 있다. 2.1장에서 유도된 식 (2)를 상태 변수와 

입력 변수의 균형점 
, 

을 기준으로 선형 근사(linear 

approximation)하면 식 (3)과 같이 표현할 수 있다.

  

 




,         

 




. (3)

여기서 는 균형점에서의 입력 변수의 값으로 
= 

= 
= 

= 0 이고, 는 선형화하고자 하는 균형점의 
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상태 변수의 값을 의미하며 각 균형점에서 의 값은 식 

(4)와 같다.


  


  

 


  


  

(4)

LTI 시스템에서 상태공간 모델로 나타내면 식 (5)와 같이 

정리할 수 있게 된다.

    (5)

여기서 는    
을 의미하며, 는 

식 (6)과 같이   이득 계수 를 곱한 형태로 나타난다.

  (6)

여기서 이득 행렬 은 LQ 제어 이득 값 이용한다. LQ 제
어 방식은 제어 설계자의 설계변수를 포함한 비용함수를 

정의하고 이 비용함수를 최소화하는 제어 기법으로 비용함

수 는 식 (7)과 같은 형태로 나타난다.

 


∞

  (7)

여기서 가중치가 선형 시스템에 대한 것임을 나타내기 위

해 첨자 L을 사용하였다.  행렬은 상태의 가중치를 나타

내고,  행렬은 입력의 가중치를 나타내며 이는 각각  

0이고  > 0이다. 설계한 비용함수의 가중치에 따라 

이득 행렬 은 식 (8)과 같이 나타낸다.

  
  (8)

여기서 는 식 (9)의 Algebraic Riccati equation을 풀어냄으

로 얻을 수 있게 된다.

 
    (9)

식 (7)에 해당하는 가중치 와 는 실험적으로 다음과 

같이 선정했다.

  diag

  

2. 균형점 간 천이 제어

2단 도립진자의 균형점에서 균형점 간 천이 제어는 [9]
에서 제안한 비선형 앞먹임 제어와 되먹임 제어를 이용한 

2-자유도의 제어체계를 사용하여 문제를 다룬다. 그림 6은 

2-자유도 제어의 구조이다. 미리 계산된 이상적인 가속도 

궤적 과 2단 도립진자의 예측된 상태 변숫값 을 

signal generator에서 기준 입력으로 인가한다. 예측된 상태 

변숫값과 실제 출력값과의 오차   =  에 

맞춰 적절한 되먹임 보상을 통해 계산된 를 합쳐 실

제 가속도 입력    을 생성한다. 이 제어

방식은 2단 도립진자에서 다음 상태로의 천이가 진행되도

록 하는 과정에서 발생되는 불확실성으로 인해 계산된 경

Signal 
generator

Feedback
control

Double 
Inverted

Pendulum

+

-

+
+*x u u

*u
x

Feedforward control

x

그림 6. 2-자유도 제어 구조.
Fig. 6. Two-degree-freedom control scheme. 

로에서 실제 움직임과 다른 오차 값을 보상하여 제어의 견

실성을 높이는 구조이다. 본 논문에서 앞먹임 궤적을 찾는 

과정은 동역학적 제약조건을 고려하면서 다양한 구속 조건

들을 만족시키고 원하는 비용함수를 수치적으로 최소로 만

드는 비선형 최적제어 문제를 설정하고 이를 수치적으로 

풀어 구하는 방식을 이용한다. 비선형 최적제어 문제의 수

치적 풀이는 direct collocation 기법을 이용한다[17]. 이 방식

은 특정 형태를 가정한 [9]의 방법과 달리 궤적의 형태에 

제약이 없기 때문에 궤적의 수치해를 찾을 확률이 더 높은 

장점을 가진다. 비용함수에서 사용되는 제약 및 구속 조건

은 2단 도립진자의 동적 방정식 (2)를 포함하여 식 (10)과 

같이 대차가 이동할 수 있는 레일의 총 길이, 구동기가 선

형으로 동작할 수 있는 대차 이동속도의 한계와 같은 출력 

제약과 입력 가속도의 입력 제약을 고려한다.


≤ , 

≤, ≤ . (10)

이때 제한 값의 기준 크기는 양수로  > 0,  > 0, 

 > 0 각각 대차의 출력 변위, 출력 속도, 입력 가속도

의 제한 값을 나타낸다. 본 논문에서 사용한 제한 값은 실

험에 사용된 도립진자의 실제 환경을 반영하여 식 (11)과 

같다.

 = 0.3 [m],  = 1.5 [m/s],  = 20 [m/s]. (11)

12가지의 전혀 다른 제약을 갖는 천이 제어 시 필요에 

의해서 진자의 회전각 성분 , 과 그 회전 속도 , 

까지 추가적인 제약을 줄 수 있다. 또한 천이 시작 시점( 
= 0)과 종료 시점( = )에서 다음의 경계치 조건을 만족

해야 한다. 현재 균형점을 EP0, 다음 균형점을 EP3으로 가

정하면 식 (12)로 나타낼 수 있다.

   

  
   

  
(12)

Direct collocation 기법은 반복적으로 풀이되는 수치 해법

이고 비선형 최적화 solver를 이용하여 수치 해법이 구현되

므로 설계자가 제공하는 초기 궤적(initial trajectory)의 형태

에 따라 풀이에 소요되는 시간, 해로 얻어지는 궤적의 형태

가 달라질 수 있다. 설계자는 초기 궤적을 적절히 선정하여 

direct collocation 기법을 적용함으로써 해당 천이 제어 문제

에 자연스럽게 부합하는 궤적을 해로 얻을 수 있다. 본 논

문에서 경계치 조건값의 시작과 끝을 잇는 직선을 이용하

여 가장 기초적인 초기 궤적으로 설계한다. 그리고 제시한 
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그림 7. EP0에서 EP3로 앞먹임 천이 궤적.
Fig. 7. Feedforward transition trajectories from EP0 to EP3.


min   

st inputoutput constraint 
dynamic equations 
boundary conditions 

(13)

제약조건과 경계치 조건을 모두 만족하는 비용함수를 설계

하면 일반적인 비선형 최적제어 문제로 만들 수 있다. 식 

(13)은 최적 궤적을 계산하기 위한 설정된 최적제어 문제의 

예시이다. 여기서 은 비용함수를 나타내며, 본 

논문의 표 1에서 제공된 모델 계수를 이용하여 제약 조건

을 만족하는 최적제어 문제의 해는 시간 최소화 비용함수

와 주어진 시간을 활용하는 비용함수를 선택적으로 사용한

다. 이를 통해 direct collocation 기법을 활용하여 최종적으

로 구현하면 그림 7과 같이 천이 궤적을 구할 수 있다. 이
렇게 천이 제어 문제에서 제약조건을 고려한 상태로 궤적

을 생성함으로써 경곗값 조건의 제약을 변경하여 원하는 

균형점 간 천이 구현이 가능해진다. 그러나 계산된 천이 궤

적이 지나치게 높은 입력값을 요구하거나 진자부가 목푯값

과 무관하게 2회 이상 회전하는 경우와 같이 비현실적인 

상황이 발생할 수 있다. 이러한 경우 시간적 여유와 진자의 

각도 제한, 각속도 제한을 추가하여 자연스럽게 연속적인 

곡선을 그리는 궤적을 찾는 것을 목표로 한다. 이렇게 함으

로써, Bang-Bang 제어와 같은 극단적인 값이 포함된 상황을 

효과적으로 방지할 수 있다.
궤적 추종을 위한 되먹임 제어기 설계는 문헌 [9]의 방

식과 유사하게 진행되며 시변 시스템의 최적제어 기법인 

LQ 제어를 적용한다. [9]의 경우 이득 계수가 급격히 증가

하는 구간에서 높은 보상 값으로 인해 제어 가능성을 상실

한다고 판단하여 특정 구간에서 되먹임을 중단한다. 그러나 

본 연구에서 천이 제어 구현 시 모든 구간에서 계산된 시

변 LQ 제어 이득 값을 사용한다. 시변 LQ 제어기 설계는 

direct collocation을 이용해 구한 천이 궤적 중심으로 식 (2)
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그림 8. EP0에서 EP3로 앞먹임 천이 궤적의 시변 LQ 이득.
Fig. 8. Time-varying LQ gain of feedforward transition 

trajectories from EP0 to EP3.

를 이용해 선형화된 시스템을 활용한다. 시간에 따라 변하

는 상태방정식의 형태로   값과   값 또한 시변 하

게 되고 식 (14)처럼 표현할 수 있다.

  

 



 

,    

 



 

. (14) 

여기서  , 는 direct collocation을 이용해 구한 상

태와 입력에 대한 앞먹임 궤적이다. 그리고 구해진 앞먹임 

궤적과 상태 변숫값의 오차 값은 이고 이 오차 값을 

보상해

  (15)

여기서 시변 상태방정식을 식 (16)처럼 표현할 수 있다.

    (16)

여기서 비용함수는 식 (17)을 사용한다.

  






 
(17)

이때, 천이 과정의 설계 변수임을 나타내기 위해 첨자 

를 사용하며, 식 (17)은   0,   0이고   >  0

을 만족한다.   행렬은 종단 상태에 대한 가중치,   

행렬은 상태에 대한 가중치,   행렬은 입력에 대한 가중

치를 표현한다. 가중치는 실험적으로 식 (18)로 설정한다.

  diag

   (18)

그리고 시변 이득 를 구하기 위해선 식 (19)와 같은 

differential Riccati equation을 풀어야 한다.

    


  

  
(19)

최종적으로 식 (20)으로 시변 이득 값 를 구할 수 있

다. 앞선 그림 7에서 적용된 LQ 제어 이득 값 를 그

림 8에 나타냈다.
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  
 (20)

3. LW-RCP02 제어기 설계

2단 도립진자를 제어하기 위해서 필요한 입/출력으로는

실시간으로 3개의 encoder 값을 측정할 수 있어야 하고 1개
의 PWM (Pulse-Width Modulation) 출력이 요구된다. PWM
의 주파수는 20KHz를 이용하고 있으며, 제어 algorithm의 

샘플링 주파수로는 1KHz를 이용하였다. 실험에 사용된 전

체 Simulink 구성은 그림 9로 구성했다. Swing-up block은 

S-Function으로 구현하였다. S-Function은 Simulink 환경의 

기능을 확장하기 위해 별도로 사용자가 제작하는 Simulink 
block이며 본 연구에 맞는 제어기 설계를 위해 C-Code를 

이용해 구현하였다. 이 block에 인가하는 입력값 변화에 따

라 12가지의 천이 제어기 중 하나가 실행된 후 선형 제어

기로 전환되는 구조로 설계했다. Servo motor block는 PI 속
도 제어기이며 LW-RCP02 block은 그림 10처럼 LW-RCP02
의 block으로 구성된 입/출력부의 블록선도(block diagram)이
다. 세 개의 encoder에서 받아온 값을 수학적 연산을 통해 

SI 단위로 변환하여 이용하고, 원하는 전압 값을 duty ratio
로 변환하여 BLDC driver에 출력하도록 설계되었다.

V. 실험 결과

그림 11은 이전의 그림 7에서 예측된 모델을 실제 연구

실에서 제작된 2단 도립진자에 적용하여 실험한 결과를 보

여준다. 각각의 선은 실선으로 그려진 예측된 모델 궤적, 
파선으로 표시된 보상이 적용되지 않은 개루프(open-loop) 
궤적, 그리고 일점 쇄선으로 표현된 보상이 적용된 폐루프

(closed-loop) 궤적을 나타낸다. 보상을 적용하지 않은 개루

프의 경우, 예측된 가속도 입력 값을 적분한 형태로 속도 

기준값 신호를 주게 되고, PI 속도 제어기를 이용하여 진자

의 상태와 상관없이 속도 값을 추종하게 된다. 이로 인해 

대차의 변위 와 속도 은 높은 정확도를 보이지만, 1단부

와 2단부 진자는 목푯값에 도달하지 못하고 발산한다. 도립

진자의 상태 천이는 현재 균형점에서 다음 균형점으로의 

목표 도달이 최우선 과제이므로, 진자가 목표 궤도로 천이

하기 위해서는 폐루프로 구성하여 입력값을 적절히 보상해

야 한다. 폐루프 구성 결과, 최초로 도달한 대차의 변위  
값은 목푯값과의 오차가 발생하지만, 천이 이후 균형점에서 

선형 제어를 통해 오차 값이 0으로 수렴하도록 이동한다. 

이 정상상태의 오차를 빠르게 없애기 위해 




를
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그림 10. LW-RCP02의 내부 블록선도.
Fig. 10. The inside block diagram of the LW-RCP02.
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Fig. 9. The simulink block diagram of a double inverted pendulum system.
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그림 11. EP0에서 EP3로 앞먹임 천이 결과 : 모 델 궤적(실선),  
   개루프 궤적(파선) 폐루프  궤적(일점 쇄선).

Fig. 11. Transition trajectories from EP0 to EP3 : model 
trajectory (solid line), open-loop trajectory (dashed line), 
closed-loop trajectory (dot-dashed line).

추가로 구성하였다. 이렇게 함으로써, 더욱 자연스럽고 정

확한 진자의 궤적 추종이 이루어지게 된다.
본 논문에서 제시한 12개의 천이 궤적 경로는 그림 12의 

순서도에 따라 구성한다. 각 균형점 간 천이 경로는 한 번

씩만 이동하며, 상태 천이와 균형점 선형 제어의 한 주기를 

6초로 설정한다. 상태 천이에 소요되는 각각의 시간은 표 2
에서 나타냈다. 최소 1.500초에서 최대 2.358초까지 다양하

게 분포하고 있으며, 이후의 시간 동안에는 균형점의 선형

제어를 통해 시스템이 안정화될 수 있도록 한다. 첫 상태 천

이는 1초 시점에서 시작된다. 그림 14는 천이 제어의 모든 결

과를 연속적으로 보여준다. 각각의 선은 실선으로 그려진 예

측된 모델 궤적 그리고 일점 쇄선으로 표현된 보상이 적용된

폐루프 궤적을 나타낸다. 폐루프에 의한 보상의 영향으로 대

차의 변위 값과 속도 는 상태 천이 이후에 큰 차이를 보이

지만, 이후 균형점 선형 제어를 통해  값이 점차 0에 근접하

는 것을 확인할 수 있다. 더불어, 중요한 변수인 와 의 결

표 2. 논문에서 사용된 천이 시간.
Table 2. The transition time used in the paper.

Starting
EP

Destination
EP

T 
[sec]

Starting
EP

Destination
EP

T 
[sec]

EP0

EP1 1.778

EP2

EP0 2.300

EP2 2.000 EP1 1.500

EP3 2.358 EP3 1.700

EP1

EP0 1.500

EP3

EP0 2.000

EP2 1.500 EP1 1.500

EP3 1.500 EP2 1.800

Equilibrium 
Point 0

(Down-down)

Equilibrium 
Point 1

(Down-up)

Equilibrium 
Point 3
(Up-up)

Equilibrium 
Point 2

(Up-down)

1

2

3

4

5

6
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8

9

10

11
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그림 12. 2단 도립진자의 12가지 천이 순서도.
Fig. 12. 12-step transition diagram of a double inverted 

pendulum.

과 그래프는 예측된 경로와 매우 정확하게 추종하는 경향

을 나타낸다. 가속도 입력 는 폐루프 구성 시 매시간 차

이를 보상해 주기 때문에 노이즈와 같은 형태의 그래프를 

생성한다.
본 연구에 대한 상세한 실험 영상은 Youtube (영상 제목: 

Swing-up control of the double inverted pendu-lum: Simulation 
Vs. Experiment, 채널명: Embedded Control Lab., 영상 주소: 
https://youtu.be/e7669NPbENY)에서 확인할 수 있다.

VI. 결론

본 논문에서는 자체 제작한 LW-RCP02와 2단 도립진자

를 활용하여 저비용으로 실제 2단 도립진자 실험 환경을 

구축하였으며 새롭게 천이 제어를 제안하고 실험적으로 구

현하였다. 천이 제어를 위한 2-자유도의 제어체계는 앞먹임 

제어와 되먹임 제어를 사용하였고 문헌 [9]의 내용과 달리 

모든 구간에서 되먹임을 적용해도 제어 가능성을 잃지 않

았고 이는 모든 천이과정에서 동일하게 적용하였다. 선형제

어는 각 균형점에서 구해진 선형 시불변 시스템에서의 최

적 제어로 구현하였다. 2단 도립진자의 제어 algorithm은 

Simulink block을 활용하여 구성하였고 이를 LW-RCP02와 

통합하여 하드웨어 입/출력 장치를 손쉽게 제어할 수 있도

록 하여 실험 환경을 간편하게 구성하였다. 개루프 환경에 

서의 실험 결과, 미리 계산된 대차의 변위 는 높은 정확

그림 13. 2단 도립진자의 12가지 천이 실험 Youtube 영상.
Fig. 13. YouTube video of 12 transition experiments on a double 

inverted pendulum.
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도로 추종하였으나 중요한 진자 상태인 과  값은 도립

진자의 불안정 특성으로 인해 발산하였다. 시변 시스템의 

최적 제어기 LQ 제어를 이용하여 값을 적절히 보상한 폐

루프 구성을 통해 과  값이 목푯값에 높은 정확도로 

수렴하는 것을 확인하였다. 단, 가속도 값 보상 결과 대차

의 변위는 천이 최종 예측값과 차이가 있었으나 시불변 시

스템에서의 최적 제어기 LQ 제어를 통해 원하는 기준값으

로 수렴시켰다. 최종적으로 2단 도립진자의 4개 균형점에서 

다음 균형점으로 이동할 수 있는 12가지 경로를 각각 6초 

동안 총 72초간 연속 제어하면서 LW-RCP02 환경을 이용한 

제어 가능성을 입증하였다.
본 논문에서 제안한 천이 제어는 기존 swing-up 연구보

다 다양한 경로의 궤적이 존재하며 향후 지속적인 연구가 

가능한 분야이다. 강화학습을 통한 인공지능 기반의 제어 

기법과 강인성을 향상시킨 슬라이딩 모드 제어(sliding mode 
control)등의 제어 기법을 검증함에 있어 유용하게 활용될 

수 있을 것으로 기대된다.
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그림 14. 2단 도립진자의 12가지 천이 결과 : 모델 궤적(실선), 
실제 궤적(일점 쇄선).

Fig. 14. 12-step transition trajectories of a double inverted 
pendulum: model trajectory (solid line), actual trajectory 
(dot-dashed line).
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